TD : ENSEMBLES ET APPLICATIONS 


Avec solutions 


PROF : АТМАМІ NAJIB 1BAC SM BIOF 


ENSEMBLES ET APPLICATIONS 


Exercice1 :1)Ecrire en extension les ensembles 
suivants : D, = (n € N/ n/180] 


A= s st ; 
2 2 


B=ÍxeR/x2+x+1=0) 
2)Ecrire en compréhension l'ensemble Des nombres 
pairs 
Solution : 1) 180 = 22x32x5 
Рао = i 2;3;4;5;6;9;10;12;15;18; 20; 30;36;45;60;90;180] 
A ={—1;0;1} 
х2+х+1=0 A--34«0 donc: В=@ 
2) P={2k/k €N} 


Exercice2 :1) Ecrire en extension les ensembles 
suivants : 


E ={keZ/|k+1|<2} 
E,-(xeZ/ 2 «T 

E, -(keZ/7 xk? x35] 

E, = (y) eM Ge y)(x- у) - 32] 
E; = {(х; у) є М/х - y =15} 

E, = (y) e22/042xy <7} 


* 1 
7 xeZ (eN) 2A 
E, -|xeZ/(VneN)2 <4+n°) 
E, -1 


х;у)є К?/0<2х< y £5] 
Eo (хе Lemigs N° Vérifiant p < 34 <11} 
q 


2)Ecrire en compréhension l'ensemble Des multiples 
de 5 dans Ñ 
Solution : 1) ke E, &keZ еї |к+1]<2 < 


keZ et 2<k+1<2— 

keZ et -3<k<1<& 

Donc : E, ={—3;—2;—1;0;1} 

keE, c keZ еї 
gxek|[zJ7e-/7skzA7 etkez 
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Donc: E, = {—2;—1;0; 1; 2} 

keE,&keZ et 7<К?<35 

eX <|k|< 435 e [ke {3;4;5} e k € {-5;-4;-3;3;4;5} 
Donc : E, = (-5;-4;-3;3;4;5] ° 

E, ={(х; у) e N2/(x+ у)(х-у) =32} ? 

Et (x—y)+(x+y)=2x est и nombre pair 

Donc x-y et x+ y ont la méme parité et 


х+у>х-у 32207 
On dresse un tableau : 


х-у |2 |4 
x+y 11618 
x 9 6 
y 7 |2 


E, = ((6:2):(9:7)] 

Е, ={(х у)є N2/ 2 – y =15) ? 

x -y =15 © (х+у)(х-у)=15 

De méme que : E, оп a : les diviseurs de 15 
sont 1 ;3 ;5 ;15 et x- yz x- y 

On dresse un tableau : 


x-y |1 |3 
x+y [15 5 
x 8 |4 
y 7 |1 


Е, = 1(8;7):(41)) 
E, =Í(x;y)eZ2/0<2xy<7) ? 
Soit : (x; y) e E, donc : 042xy <7 donc : 2xy est 
u nombre relatif pair inferieur a 7 
Donc : (x; y)e E, = 2xy 220u2xy 24 ou 2xy 26 
(;y)e E, © xy =1оиху= 20и xy 23 Donc : 
E, (73 1)81): (52) (71-2) (2:1): (72:71): 
(53): (75-3); (1); (-x -))- 
E, -[rez (уле у>") ? 

x n+l 

1 п 


Soit : (х;у)є E; donc : x e Z” et (VneN)-2—1 
x n 
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Alors x e № et 


п+1 1 
> x<” =1+—<2e x<2 
x n+l n n 


(vne N’) 


E, ={1} 

E, =[xeZ/(Vne N) <4+n°) ? 

Soit: xe E, donc: xe Z et (Vn e N) 2 <4+n° 
donc : on particulier pour n=0 on a x2<4 donc 
|x| <2 d'oü хє{-—2;—1;0;]; 2) 

Inversement on vérifie que les éléments —2;-1;0;1;2 
Appartiennent à Е, 

= {—2;—1;0;]; 2} 


Conclusion : E, 


Eo (ео Рарає N' Vérifiant p < 34 <11} ? 
q 


Soit : x e E, donc x= P. avec p;q € N° et 
q 


p < 34 < 11 donc 

е з 4є {Ь2;3у | 
p €3q p €3q p S3q 

(»:4)e(0:1):2:1):(8:1)::2): (2:2): (5:2) 


(5;2):(6;2):(1:3):(2;3);... (9;3)) Donc : 


onc 


21225923235 
2) P={5k/k eN} 


Exercice3 : Ecrire en extension les ensembles 


suivants :А= cos Z+ zz) :neZ 
5 6 
В = 4 ѕіп 2с :пє 7, 
12 6 
Solution : on sait que la fonction cos est périodique 
de période 2л et — -2z en-12 
пє{0;1;2;3;..;11} 


ЕЕЕ 


En tenant compte des relations : 
cos (z x) = cos(z — х) = —cos x on en deduit : 


ЕЗ ЕЗ ЕЗ ЕЗ 
А = 4 соѕ| — 5cos| — |; соѕ| —— |; соѕ| — 
30 30 30 30 
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ЕЗ CE о (5E 
;cos| —— |;cos| —— cos 
30 30 30 
ЕЗ (S e (52) 
;соѕ | — |; со — 
30 30 30 


De тёте pour sin опа: B “a [E mm) eon] 


41л 46л 
—— |;cos| —— 
| 30 | | 30 | 


En tenant compte des relations : 
sin(z —x) 2 sinx = —sin(z +x) = -sin (—x) 


on en deduit : 


sp ( (C) (5) (2) 


Exercice4 : A={k e Z/|2k+1|<3}et В = 
(-2,-1,0,1) 

Montrons que: А = B 

Solution :k eA«»keZ et Dk«1|z3e 

keZ et -3<2k+1<3— 

keZ еї —4<2k <2 < 

keZ et 2<k<1<— k e{-2;-1;,0;1} &k eB 
Doncona: ke A—keB 

Donc:A- В 

Ехегсісе5 : Soit Е={0;1;2}} déterminer tous les 


ensembles inclus dans E. Qui s'appelle l'ensemble 
des parties de E et se note P(E). 
Solution : 


PCE) = (210):(1):(2):(0:1): (0:2); (52); 5) 
Exercice6 : Ecrire en extension les ensembles 
suivants : 


1) Р(Р(@))  2)Р(Р({а;Ь))) 
Solution :1) Il est aisé de voire que Р(@)={@} 
donc : P(P(2)) = (2:(2] 
2) Р(Р({а;Ь))) : 
Р({а;Ь}) = (9 (a); (b): {a;b}} Donc : 


ИТ 
Арад) (1:18) 9) е9) 2:2]: fat] (ate a) 


44:6)4(:(23]:(43).(2(4:()424:1«3]:(20):(43]] 
Exercice7 : donner Complémentaire des ensembles 
suivants : [a;b] l'ensemble Q 

2) l'intervalle [a;b| ab 


Solution : 1) le complémentaire de Q est l'ensemble 


des irrationnels et se note R — Q 


IN 


2) [a;b| -(x e R/ x e [a;b[] -(xeR/x2 boux <a} 


[a;b[ = ]-o:a| v [b; + 
Exercice8 :Soient les ensembles : 


Ad EE. ceni ted a Lo 
4 ^5 3^ ^ 


Monter que : Ar B =Ø 
Solution :On suppose дие: A^ B z Ó 
Donc: Зх, ER EA et x, € B 


k 
< Җ(А;&)є7?: x x ONT n 2 
2 5 4 5 
л кл л „Кл 
Donc = 3(k;k,)eZ2:—+2-— = +2 
2 5 4 5 


Donc : (а -k,) - E < К-К, = = contradiction 


avec le faite que k-k, € Z et -Že Z Donc: Ас\В=@ 


Exercice9 : Soient A ; B ; C et Ddes parties d'un 
ensemble E 


(B-C)uA-E 
Monter que : 


—(B-D)cA 

(C-D)uA-E 
Solution : On suppose que : 
(B-C)uA-E et (c-DjuA-E 


Remarquer que : AUB-E-—ACB 

Donc : B-C cA et C-D cA cad 

ВАССА еї Сс\РсА 

Montrons que : B — D с А cad Вс\РсА? 

Soit xe BAOD 

xeBroDexeBet xe D 

e Si xeC alors xe CD donc x€ A car CODCA 

e Si ХЕС alors x€ Br^C donc x€ A car BOCCA 
Dans tous les cas: (B- D)C A 

Exercice10 : Soient A ; B ; C des ensembles 

Monter que : AC BC CS AUB- Bn C 

Solution : On suppose que: Ac Bc C 

Ona: Ac BcC-AcBet Bc C 

— AUB-Bet BrAC-B-—AUB-BrnC 

On suppose дие: AB = Br C 

Опа: AUB=Br C =>AuUBcCB et AUBcC 

—AcBet BcC 

— AcBcC 

Donc: AC Bc Ce AUB-BnoC 
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Exercice11 : Soient A ; B ; C des parties d'un 
ensemble E 
Monter que : 


1)A-(AnBnC)u(AnBoC)u(AnBoC)u(4nBnC) 


2)(AUB)^(BuC)n(CuA)-(An B)u(BnC)u(CnA) 


3)JAnB-AnCe AnB-AnC 

Solution :1) 
(AnBoC)u(AnBoC)u(AnBnC)u(AnBnC) 
- (An B)o(cvc)]|u| (a^ 5)e(cvoc)| Y 
-[(4nB)e EJu[(^08)o E| -(An B)u(AnB) 
-An(BouB]-AnE-A 

2) (AU B)n(BuC)n(CoA4)-|Bo(AnC) |o (CoA) 
-(Be(CoA)u((Anc)n(cuA)) 
-(BnC)u(B^A)u(AnC) 

3) Montrons que : 


Ас\В= Ас\С = Ас\В= Ас\С 
Ас\В = Ас\С = Ас\В = Ас\С 


Ас\В=Асг\С= AnB- ААС AUB-AUC 
= AUB-AUC An(AuB)- An(AucC) 
—»(An4ju(AnB)-(AnA)u(AnC) 

— Ас\В= Ас\С 

Inversement : 

Аг\В=Ас\С = Ас\В =Ас\С = AnB-AnC 
D'après l'implication directe 

Donc: Аг\В= ААС Ас\В = ACC 


Exercice12 : Soient A ; B ; C des parties d'un 
ensemble E 


AUBcCcAUC 
—BcC 
AnBc Anc 


Solution : On suppose que : 
AU BcAUC 
An Bc Anc 


(Vxe E)(xe B— xe C) ? 


Monter que : | 


Montrons дие: 


xeB— xeAUB-—xeAUC-»xeA ou xe C 
e Si x€A alors xe Ar^ B donc x e AAC саг 
Ас\Вс Ас\С donc Bc C 

e Si x£ А et puisque x€ Cou xe А est vraie alors 
BccC 

Conclusion : (Vx e E)(xe B = xe C) 


Donc BcC 


IG 


Exercice13 : Soient A ; B ; C des parties d'un 
ensemble E 
La différence symétrique de A et B c'est l'ensemble 
Qu'on note : AAB tel que : AAB -(A- В)‹(В- A) 
1)Monter que : AAB (AU B)-(AnB) 
2)Monter que : AAB — AAB 
3)Monter que : VC € P(E) : AAB = AAC < B-C 
Solution : 1) 
ААВ = (A- B)u(B- A)- (an BJu(B 4) 
-[(anB)us]o|(4n8)o4| 
= (АОВ) (вов) (дол) (Вол) 
-(AuB)^EnEn(AnB) 
= (АОВ) (АВ) = (Ao B)-(An B) 
2)Monter que : 
ААВ - (A- BJo(B-A)- (An B)u(Bo A) 
-(A-B)u(B- A) - AAB 
3)soit C e P(E) 
eSiona : B=C alors AAB = ААС 
e Supposons que : AAB = AAC et montrons que 
B-C? 
Y Soit хє B montrons que xe C ? 

Si xeA: 
(xeAet xe B) xeAn B хе AAB = x € ААС 
(Car AAB = ААС) 

—xeAnC-xeC 
Donc Ar B с С (1) 
Si xeA: 
(хє Деї xe В)=—>хє В—- А= xe AAB— xe AAC 
(Car AAB = ААС) 

—xeC-A-xeC 
Donc Ас\Вс=С(2) 
De (1) et (2) en deduit дие: (An B)u(An B)c C 


Et puisque : (An B)u(AnB)-(Ao4)nB- En B= В 


Alors Bc C 

De méme on montre que: Cc B 
Donc: AAB = AAC = B= С 
Finalement : AAB = ДАС = В = С 
Exercice14 :Soit l'ensemble : 

E - (x; y) eR2/ x8 xy -2y?5 —- 0] 
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1) a)vérifier que : 
V(x;y) e R2: x? xy -2y? 2 (x— y)(x2y) 
b) Ecrire en extension l'ensemble E 22 
с) montrer que : E (amy к) 
3t 3t 
4) Ecrire en compréhension les ensembles suivants : 


A ={0;1;4;9;16;...} et B Drei 
2 34A 


С={...;—5;—2;1,4;7;...} 
Solution : 1) a) 

V(x y) e R?:(x- y)(x42y) 9 x  2xy - xy -2y? 
= x2+ xy —2y2 

b) (x;y)e Er Z2 < (x; y)e E et (х; у)є72? 
< (x-—y)(x+2y)=-5 et (x; y) e Z? 
epa) o ME or 


х+2у=1 х+2у=-1 х+2у=5 х+2у=-5 


Donc : Er Z2=Í(-3;2);(3; 2): (52); (-1;-2)] 


х-у=і 
с) (5 y)eE - 2у)=—5 еге 
) (ху) E e (x-y)(x*2y) e 2 ë 
E) [em 
3t 3t 


212—5 —?—5 р 
< (x; у) ( т : 5 J e 


2.5 12. 
Donc: E = É а, : 7 R* 
3t 3t 


4) A -[k5;k eN} аа) en 


C - (1-3n;n eZ) 

Exercice15 :soient E et F deux ensembles et A et 
B deux parties respectives de E et F 

1)déterminer le complémentaire de Ax F dans Ex F 
2)déterminer le complémentaire de Ex F dans 

ExF 

3)déterminer le complémentaire de Ax B dans Ex F 
Solution : 1) le complémentaire de Ax B dans 


Ех Е senote: Су ou Ax B 
(x;y)e Ax F e(xy)eAxF © xg Aouy € F 


© xe Aouy € F © (x; y)e Ax F ou y € F 


HR 


e (x y)eAxF Car: yg F donne l'ensemble vide 
Donc : Ax F = Ax F 

(х;у)є Ex B (ху) Ex B @ xg Eouy g B 

€ xe Eouye B = (x; y)e Ex B ou x€ E 

< (x; y) e Ex B Саг: xë E donne l'ensemble vide 
Donc: Ex B= Ex B 

3 (xy)eAxB e (xy)eAxBe»xeAouy eB 
€ xeAouy e B e (x; y)e Ax F ой (ху) ExB 
e (ху)є(АхЕ)(ЕхВ) 

Donc : АхВ =(АхЕ)о(ЕхВ) 

Exercice17 : soient l'ensemble : 

L-((x y) eR / 2+ y? «1j 

Monter qu'il n'existe pas deux parties Aet B de R 
tels que: L= Ax B 


Solution : On suppose: qu'il existe deux parties A et 
B ае R tels que : L= Ax B 

Опа: (1;0)e L et (0;1) e L 

Donc :1e Aetle B саг L= Ах B 

Donc : (1;1) s Ax B cad (1;1) e L 

Donc contradiction car : 122-12 ~ 1 

Conclusion il n'existe pas deux parties A et B de R 


tels que: L= Ax B 
Exercice18 : Soient les ensembles : 


1 
Н = К/у= —:хє КҜ 
b 4 №х2+1 | 


o=] R/y 


1 
= Р се Е т ‚хє к} 
1- montrer que : H =]0,1]. 
a- Considérer un élément y, є H 
et montrer que y, €]0, 1] 
b- Considérer un élément y, €]0,1] 
et montrer que y, € H 


2- Monter que G c H 
3- Est-ce que G = H ? 


Solution : 

1- a- soit un élément y, € H montrons que y, €]0,1] ? 
1 

УуЄН = Эх, єҜ/у, = 


Jx? 71 
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Ona x220— х?+1>1 


1 
NES 


ppp £12 y,€]0,1] Donc : 


Н с Joi] (1) 
b- Considérer un élément y, €]0,1] 


et montrons que y, € H ? 


1 
y, € |0;1 1?х, є Ҝ/у, = 
0 | | 0 0 [2+1 
1 
y, = <= у,2 = х2= — -1 
| 4x? +1 i хо2+1 | Yo 


1 
Or: y, € ]0;1] donc 0 < y, <1 donc Siem 
0 


E г 1 
Donc: il suffit de prendre : x, = ttd Donc: yy € H 
Уо 


Donc : ]o:1] c Н (2) 

De : (1) et (2) en deduit que : H = |0;1] 
2- montrons que G c H ?? 

Montrons que : G c ]0;1] ? 


soit un élément y, e G montrons que y, €]0,1] ? 
— CÓ" 
1+ x21 


Опа x20» х?+1>1 


y eGo3xeR/y- 


dug 


1 
> .Jx2+12>1— Jx2+1+1>2—0< — < 
i í І+4/х2+1 2 
Donc :y,€]0,1] Donc: GC H 
3)supposons : G = H 
Ona leH >leG 
1 


1+ x21 


/1+ /җ?+1 =1> Ях, 


—dxeceR/l- 


= чу, R/Jx2+1=0 


— Ах, є R / x2=-—1 absurde donc : H z G 
Exercice19 : soit a un nombre réel on considëre les 
deux ensembles suivants : 

E={xeZ/|x+1|<3} et F =f{xeZ/|2x-a|<4} 

1) Ecrire E en extension 

2) déterminer les valeurs possibles de a pour 
lesquelles EF =Ø 

3) déterminer les valeurs possibles de a pour 
lesquelles NOF =Ø 


їл 


4) déterminer les valeurs possibles de a pour 
lesquelles F c N 
Solution : 1) il est aisé de voir que : 


E -(-4;-3; 2; 450; 52] 

2) 

Е = {хє21-4<2х-а<4) = {хє212х-4<а<2х+4) 
Donc : C; = {хє2/2х-4»аоиа»2х+4) 

Er F=Q@< Ес С? < Vxe E;xe C; 

co Vxe E;2x—4> а.ои.а > 2x+4 

e Vx € E;a e ]-»;2x-4[u x - 4| 


eae r (e: 2x-4[u x4; |) 


M E = {-4;—3;—2;—1;0;1;2} on obtient : 
EnF-Qeae(]o;2(-4)-4| o Bx24:-[) 
ea e(]-»x-12[ o J& + |) 

3)on a : F 2[xeZ/2x-4» aua » 2x 4] donc 
Nous pouvons écrire : 
NoF-OoONcCFoVxeN;xeF 


e vxeNi;ae]-2x-4[u Dx 4; +co[ 


cea er (|-;2x-4[ S ax 4&4[) e a e ]-»:-4[ 


xeN 


3)ona : r=|*=2/-2+ S< x24 S donc 


reNer-[ves|re2/24 88 r 82 S хем 


-l< 2476 24-4-a«€»2«-«a 


Exercice20 : on considére dans Z les deux parties 
suivantes : 


2.. 
a [egi Eug) et p= ez) 


X— X— 
x10 15 
1)a) montrer que ( Vx eZ —15 =1+ 
ja) que ( B cii 
4x2—-4x410 9 
1)b) montrer que (vre 2) ^ -2x-14 
2х-1 2x-1 


2) déterminer : А; B; A- B;B- A et AAB en 
extension 
3)on admet que l'opération est associative dans 


l'ensembles des parties de Z : P(Z) 
Résoudre dans P(Z) l'équation: ААХ = B 


Solution : 1) a) il est aisé de voir que : 
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x10 15 
=1+— 
x-5 x-5 


1) b) il est aisé aussi de voir que 


(ez ЕН у саа 
2x—1 2x—1 2х-1 


(Vx € Z-(5)) 


2) détermination de : A ? 
2. 

Опа: A= sez eg) et 
2x-1 


4x -Ax-10 9 
(vxeZ)2x-1eZ et 2 — — -2x-14 
23:91 2x—1 


4t -Ax10 
En deduit que : (Vx e Z) ; 1646 7— —— eL 
X— 


eZeo є Z © 2x- divise9 


2х-1 2х-1 
< 2x-1e[-9;-3;-1153,9] & 2x є{—8;—2;0,2;4;10} 
exe (-4-L 0;1;2;5} donc: А= {—4;—1;0; 1; 2;5} 
détermination de : В ? 
Soit x e Z de facon analogue nous pouvons écrire : 
хє В < xz5etx—5divisel5 
ex-56[-15-5;-3 1155,55! 
< x e {—10;0;2;4;6;8;10;20} donc : 
B = {—10;0;2;4;6;8;10;20) 
détermination de : A- B; B- A et АЛВ ? 
A-B- {—4;-1;0;1;2;5} -{—10;0; 2;4;6;8;10; 20} = (5-515) 
А-В = [-10:0;2;4:6:8:10;20] — [—4:1;0:1;2;5] = (–10:4;6;8;10;20) 
AAB - (A- В)о(4-В) = {-10;4;6;8;10;20;—4;-1;15) 
3)Résolution dans P(Z) de l'équation : ААХ = B 
On trouve : X ={-10;4;6;8;10,20;-4;—1,1;5} 
Exercice21 :Soient les ensembles : 
E -((x y)e R2/ x? — xy -2y? - 0] 
Е={(х;у)є R2/ x y - 0] 


1) montrer que : Fc E 


= 2х-1+ 


2)déterminer y де R tel que : (1; у)є Е ; est се que 


ona EcF ? 

3) montrer que : E= F UG ou G est ип ensemble à 
déterminer 

4) Soient les ensembles : 


А={(х;у)є [у=х+1+[52+1=0 
В={(х;у)є К2/у=х+1—/х?2+ =0) 


a) montrer que : H = AU B 


Io 


b) déterminer : H OF 
Solution : 1) montrons que: Fc E ? 


Ona:(xy)eFex*y-0e у= -х 

=> X2—xy—2y2 = y2+ у?—2у?=0 —(xy)eE 
Donc: Fc E 

2) (у) E &1- y-2y?-0e (1+ у)(1-2у)=0 


€» у=1 ou у= 
2 


Donc : íl € E ou pl g F 
2 2 


Donc: I(x; ) eR2/ (x;y) F et (x;y)€ E 

Donc: Ez F 

3) (Gy)e E e xt-xy-2y 20e xt-2xy t xy -2y!-0 
e xt xy-2xy -2y! 0e х(х+у)-2у(х+у)=0 
e(x«y)(x-2y)20e x+y=0 ou x-2y «0 

e (x y)eF ou (x y)eG 

Avec : G -((xiy) e R2/ x-2y 20] 

Donc : V(zy)eR? (x; y)e E e (xy)eF ou (x y)eG 
Donc: E= FUG 

4) а)(х;у)є Н e у2-2у(х+1)+2х=0 

© у?-2у(х+1)+(х+1) —(х+1) +2х=0 
ә©[у-(х+1)] =(x+1'-2x<[y-(x+1)] =х?+1 
© у=х+1+х° +1 ой e у=х+1-\х! +1 
=ә5}(х;у)єА ou (x;y)eB Donc: H- АОВ 
4)b)(x;y)eH o F e(xy)eH ou (xy)eF 

© 02-2ху+2х-2у=0 etx--y 

B coe ы 


X=—y X=-—y х=-у 


4 
ZEE х = Oety = 0 ou x=-Śery=$ 


х=-у 


Donc : (settore Gs)e loo ( 5:4] 


Exercice22 :Soient A ; B ; C des parties d'un 
ensemble E 

1)a)déterminer une condition suffisante de 
l'existence de X dans P(E) tel que: AUX =B 
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b)résoudre dans P(E) l'équation : AU X = B 

2) on suppose que Cc Ac B 

AUX-B 

Ас\Х =С 
Solution : 1)ѕі on a: ALX =B alors: Xc B et Ac B 
Donc une condition suffisante de l'existence de X 
dans P(E) tel que : AUX =B est AC В 


résoudre dans P(E) le système : | 


b)résolution dans P(E) l'équation: AU X = B 
AUX - BS (A-B)^(AuX)-(B-A)^B 
e[(B-4)nA]u[(B-4)n x ]- B-A 
eeu[(B-A)nX|-B-A 
© (В-А) АХ = В-А< В-АсХ > В-АсХ сВ 
Inversement : 
УХ e P(E) telque: В-Сс X c B est solution de 
l'équation : AU X = B 
Etona:(B-A)vA-B (B-A)^A-ÓO 
Donc: AUX - Be» X -(B-A)uY Y eP(E) 
L'ensemble des solutions de l'équation est : 
5 -((B-A)uv:;Y e P(E)) 
2) CCACB 
AUX-B X -(B-A)uY/Y eP(E) 
porc Ee 
X -(B-A)oY/Y e P(E) 

те 
et puisque An(B-A)- O et Ar Y =Y car YCA 
alors: X =(В-А)ОС 
L'ensemble des solutions de l'équation est : 
5 -((B-A)uc] 
Ехегсісе23 : soit les 2 applications : 
f :Z— К g:Z— R 
nə (-1)' nsn лт) 


Est-ce que f = g ? 


et 


Solution :que deux applications f et g ont le тёте 
ensemble de départ Z et le même ensemble 
d'arrivée R etona: 


e(n) sin (ene Jo cos(nr) - (71) 2n) 


Donc: f 2g 


f:R' — R° 


x x+ /x 


Exercice24 :soit l'application : 


IN 


f est-elle injective ? 
Solution : soient x, € R^ et x, € R^ 


f(x)= f (x,)=> x + x = x, + X, 
= (4 - Ax (4 +% +1) =0 

= Ja - x, =0 ou Jx e x, 4120 
Or Jx x, +10 > fx, - Jx, - 0 


= Jx = Jx, > x = x, donc f est injective 


R — R 


Exercice25: soit l'application : a 
xe х?—1 


g est-elle injective ? 
Solution : опа: g(1)- g(-1)-0 mais 12-1 


Donc g n'est pas injective 


29 


gu R-(2] > 
Exercice26 :1) 3x41 
x-2 
Montrer que f est injective 
g:RoR 


2) g est-elle injective ? 


xr х2+4 
h: N° >Q 


2) 1 1 1 
пҥ1+—+—+..+— 
2 3 n 


1- déterminer les images des entiers 1, 2, 3 
2- Montrer que n > m > h(n) > h(m) 
3- En déduire que h est injective. 


Exercice27 : soit l'application : f: 2 |—®;3]| 
хҥә3—х? 


f est-elle surjective de R* vers |—co;3]. 
Solution : soient y є ]—%;3] 

Resolvons l'équation: f(x) = y 

f(x)» y e3-xizy e x-3-y 

Or ye ]-»53] donc у x3 donc 0x3- y 
< x= з3-у car xe R 
Donc : (vy є ]-»;3])(ax e R*)(f(x) = у) 
Donc :f est surjective 


КУК 
xme 3— х2 


Exercice28 : soit l'application : 


f est-elle surjective de IR^ vers R. ? 
Solution : on remarque que : 


VxeR* ona: f(x)x3 
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Donc par exemple l'équation: f ( x) =4 n'admet pas 


de solution dans IR^ donc : f est non surjective 
dos R-(2] >R 


Exercice29 :1) Зх+1 


x-2 

a- f est-elle surjective de R/(2) vers R. 
b- Modifier l'ensemble d'arrivé pour définir une 
application surjective. 
of :R [2 

xr х2-2х+3 

a- Montrer que la fonction g est surjective. 
b- g est-elle injective ? 

h: N° > Ое [1: +] 
3) 1 


1 1 
np l+—+-—+..+— 
2: 3 n 


h est-elle surjective ? 


:R — R 
Exercice30 : soit l'application : PUR 


f est-elle une bijection de R vers R . ? 
Solution : soient y e К 


Resolvons l'équation : f(x) = y 
f()-xe2-5- yea 22 

Puisque l'équation f(x) = y admet une unique 
solution dans R (vy e К) 

Donc :f est une bijection de R vers R. 
f :{L +| > [2:4] 

xe х2-2х+3 

1- Montrer que f est une bijection de [1,+•[ vers 
[2,+=[. 

2- Soit y un élément de [2,+°[, déterminer (en 
fonction de y) l'élément x dans [1,+=[| tel que f(x) = y 
L'application qui lie l'élément y de [2,+=[, à l'élément 
unique x de [1,**[ et solution de l'équation f(x) = у 
s'appelle : la bijection réciproque de la bijection f et 
se note : f-1 


Exercice31 : 


Exercice32 : soit l'application : 2 
Xr —— 


Montrer que f est une bijection et déterminer sa 
bijection réciproque. 
Solution soient y e ]0; +| 


Resolvons l'équation : f(x) = y 


100 


о 25 api 003 
&4 x-1 e y ©х=—+1 
2s |+] хє |i; +| xe 15+] у 


(v y e]o;-[) (a !x e ]1;+<| ) (f(x) = y) 


Donc :f est une bijection de J]; | vers ]0; +| 


re B 
хє|;+®| ує[0;+%| 


^ Д71:]0;+®| p» 
Vy e |0;+ Fic Donc: 2 


xp —+1 
х 


Exercice33 :Déterminer la fonction réciproque de la 
f : 1; +oo[ — [2; +co[ 

хҥә х2-2х+3 

Exercice34 :Soit la fonction g définie par : 

g:R — R 


fonction 


X> 
1+ x2 


Montrer que g est une bijection et déterminer sa 
bijection réciproque. 
f:RoR 


xrp2x-x 


Exercice35 :Soit 
-3 
1- Montrer que Vx e[-L1] f(x)e ESI 


2- Montrer que : Vy € ESI 3x e |-1;1]/ (f(x) = у) 
on dit que l'image de l'intervalle [—1;1] par 


; -3 anog 
l'application f est l'intervalle et on écrit : 


-3 
ла) 23) 
п: R? > В 
Exercice36 : Soit (ху) к 
i X2 + у? 


1- Déterminer les couples (x,y) qui vérifient 
h((x.y)) = 1 

2- Représenter dans le plan muni d'un repëre 
orthonormé les points M (x, y) qui vérifient 

h ((x, y) = 1. 


f:R-(-1] —R 
Exercice37 :soit l'application : 3x-1 
х+1 

4 


1) Montrer que : Vx e R-(-1]. f(x) -3- — 
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2)Déterminer : f (K) avec K = ]-»:-1[ 

Solution : 1) vx e R- (-1] : 
4  3x43-4 3x-l. 
x41 x41 x41 


f (a) 


2) Se sss алы {йе =й 
x41 


eie g(x) € B; +| donc f ( K) = ]8; +co| 
x 


Exercice38 : soit l'application : ^; * К 
xe x 
Déterminer : f' (B) avec В=[—1;4] 


Solution : 

f^ (B)-[xeR/f(x)eB]-[xeR/-1s f (x)<4} 
-(xeR/-1xx?x4]-íxe R/0<2<4) 
=íÍxeR/-2<x<2)=|[-2;2]donc f ' (B) [2:2] 


Exercice39 :soit l'application : f:R— R 
X > COS X 
Déterminer : f(D) avec D = ]1:2] 


Solution : 

f^" (D)-|xeR/f(x)eD|-ixeR/1« f (x)«2] 
={хє R/I«cosxx2] - O car 
VxeR/—1<cosx<1 donc f^" (D)- @ 
Exercice40 : 


Soit g : R — R 
Жу э. .déterifier f-i(1.2) £7 ([2]) 
1+х 
Exercice41 :Soit l'application : 
f: R — R 


Ecrire l'expression de f sur [-1,1] 
xp 3[1—х?|+х 


Ехегсїсе42 : Soit l'application 
g:R-(1] >R 
3x+1 
х—1 

1- g est-elle bijective ? 
2- A partir de g, définir une bijection de R dans R 
RoR 


Exercice43 :soit l'application : 
xr үх2-2х+1 


Déterminer la restriction de f sur l'intervalle |—:1] 


Solution : / (х) = 432-2x«1- J(x-1)? =|х—1| 


Si хє ]-o:1] alors : f (x) = -(x-1)2 x41 


Ico 


Donc : la restriction de f sur l'intervalle ]—со;1] est 
И : |—co;1| R 
l'application ° | v | 
x= =х+1 
š x | f:R>R 
xercice44 :soit l'application : 
PE xe 2х- |x| +3 


Déterminer la restriction de f sur l'intervalle |-:0] 
Solution : f (x) -2x-|x| 3 

Si x e ]—%;0] alors : f(x) 22x x 432 3x43 
Donc : la restriction de f sur l'intervalle ]—%;0] est 
8: |-;0]> R 


xme 3х+3 
Ехегсісе45 : soit les applications : 


+» AT R 
xe 2|х|-х 


l'application 


xr x 
Est-ce que g est un prolongement de f ? 
Solution : g(x)=2|x|-x= x Si xeR' et R CR 


Donc : g est un prolongement de f sur R 

Exercice46 : 1) Montrer que : 

(Vx € R)(Vm є Z)(E(m + x) = m + E(x)). 

2) Vérifier par un contre-exemple que : 
E(x + y) £ E(x) + E(y) 

h:R — RR 

xe Е(3х+1)+х 


1- Vérifier que h n'est pas injective. 


3) Soit l'application 


2- Donner la restriction de h sur l'intervalle [| . 


3- Déterminer : ^! (4) et М! [2]; h est-elle 
surjective ?. 

Exercice47 : Soient les deux applications : 
f :R-10 >R g:R-{} >R 

et 


1 X 
xp — xp —— 
x? x-1 


1- Déterminer /(9(3)) ; f(g(-1)) 9(7(3)) 

2- Donner la condition sur x pour que le réel g(f(x)) 
existe. 

3- Donner la condition sur x pour que le réel f(g(x)) 
existe. 

4- Déterminer les application fog et gof. 


h:R* zl 
4 


Ехегсїсе48 : soit l'application : 


1)Ecrire l'application h comme La composée de deux 
applications f etg : h = go f 

2)a)Montrer que f est une bijection et déterminer sa 
bijection réciproque 

b) Montrer que g est une bijection et déterminer sa 
bijection réciproque 

C) en déduire que h est une bijection de R* dans 


1 Nn 
EI et déterminer sa bijection réciproque 


2 
Solution : (s) xe etos (1 
Donc: h= го f avec: 


fir a zem |1. 1 
2 et gi ә que 


2 
1 
X> ух+— x > x2 
2 
2)a) f est une bijection en effet : 
1 
soient y € EI 
Resolvons l'équation : f(x) = y 
2y-1 


1 
Р) уем уе х= 


l 2y-1Y 
Or ye 2189 donc 2y -12 0 donc х= BRE 


2 
donc х= 6-3 Puisque l'équation f(x) = y admet 


une unique solution 


TN 1 
donc :f est une bijection de IR" vers EI .et 
d d eon > Rt 
ds 


1 2 
XP x-— 
z 
"€ 1 1 
2)b) g est une bijection de т vers iux en 
о е 
еї: Š 7 4” 4” 


x ух 


c) h est la composée de deux bijections f et g 


КИТ 1 
donc h est une bijection де R* dans EI 


I EtVxeR': 
XP х+ух + й | 
Е ЕРЕ A( s 1 
h'(x)=(g°f) (x)= f' sa" (x)= f" (e 'y-[4-) 
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Donc : la bijection réciproque л! de h est 
h I — R° 
4 
1 2 
p — 
` (^ — 
Exercice49 : soient les applications : 
f : |l; +oo| — |1; +co| g: Ji; Ms > Ji; +] 


2 M \/х +1 
Мх -1 -| | 
1)Déterminer : f ([2:4[) et g ' ((9)) 


2)Montrer que f est une bijection de |I; +| dans 


хњ 1+ 


[5+ et déterminer sa bijection réciproque 
3)a)vérifier que : Vx e ];+®[: g (x) = ( f (x) 
3)b)en déduire que : g est une bijection de |I; +cc| 
dans |l;+æļ| et déterminer sa bijection réciproque 


Solution : 1 


) 
FA) ={/(х )/хє [2;4} = Ut ue 
={/(х)/-1<]х-1<1) Е nr x : | 


2-1 


=Í f (х)/3< f(x) 3242] 
Donc : d 2s 
& (09) = [xe ]E:[/ (х) e(9]] - fxe +f 8 (x)- 9] 
e" ((9))- [o1 x -2] - (4) 


2)montrons que f est injective ? 
soient x, x «| et x, € ]1; +co[ 


2 
E 


X, = X = X, 


f (x,)= f (s) e p G 
= x= 15a- 


donc f est injective 
Montrons que f est surjective ? 


vy e ]i4[ у = serz) 


2 
tna: (22H - p 2а) d 
y-1 y-1 ys (»-1) 


2 
+1 
Donc : Vy € |l; +| = >1 donc : 
y 
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Donc : que f est surjective de |1;+ | dans |; +f 
Détermination de sa bijection réciproque ? 


eet" redes т 
f^ 5+] > |+] 

Donc: +1 Y 
: (27) 

3)a)vérifier que : Vx € |+]: 

(ry (2) -0 


3)b)n a: g - hof avec h(x) =x Vx e |l; +o] : 
Et puisque les applications f et h sont des bijections 


de | +| dans ]1; +| alors g = ho f est une bijection 
de |I; + dans |1; +cc| 
etona: 


в) (9н) 
гоно) [891] -s0 


Ехегсісе50 :Soient les ensembles : 
E - [x e]-n:2z[/tanx - /3:x e R] 


F- хе] лл[/х=Е+ал:кє Z) 


S- 


б={хе лл! х=®+Елке®) 
6 2 
SO -m m 2л dm 5л 
3.376363 
Vérifier que : Sc E et Ec S etque E-S et E-G 
Vérifier que: jest pas un élément de E et que 
E= Е 

Exercice51 :Soient АЁ nen] еї 

ИЕ 


B- [i ne N) 
2 


п—1 


1- Est ce que : l e A? BoB? 2069 
3 


6 
2- montrer que est un élément commun entre A et B. 


Exercice52 :Soit la fonction f définie par : 
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f:RoR 


xr 


1+ х2 


А={хєЕ/хеА)} 


1-Montrer que chaque élément de R à une image. 
2- l'implication suivante est-elle vraie : 


(P) (a # b) > (f(a) # f(b)). 
3-Montrer que (Vx € R) f (x) = = 


4- Montrer que (vy € = (axe R)(f (x) = у) 


2 
Exercice53 Soient les deux applications suivantes : 
f:N>Z g:N>Z 


" et n.si.n.pair 
ni» (-1) xn nr Ke | 
—n.si.n.impair 
Vérifier que (Vn € N)(f(n) 2 g(n)) 
C'est en forgeant que l'on devient forgeron > Dit un 
proverbe. 
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices 


Que l'on devient un mathématicien 
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